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В данной работе мы рассматриваем задачу движения в идеальной жидкости твердого
тела с двумя внутренними массами, которые перемещаются по окружностям. Показана
управляемость системы на нулевом уровне первых интегралов. Построены элементарные
гейты, позволяющие реализовать перемещение тела из одной точки в другую. Указаны
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1. Введение и исторические комментарии
Вопросы, связанные с самопродвижением тел в жидкости, имеют очевидное практиче-
ское значение, привлекая внимание ученых, работающих в различных областях, начиная от
микробиологии (движение микроорганизмов, транспорт и диффузия лекарственных пре-
паратов) и заканчивая созданием роботов-рыб. В данной работе рассматривается задача
об управляемом движении тела в жидкости только за счет изменения распределения масс
внутри тела. Теоретическая возможность такого передвижения была показана в [18]. Затем
в работах [7, 13, 17] приведен ряд примеров управления телом за счет перемещения внутри
тела точечной массы. Однако тело с перемещающейся внутри по сложному закону матери-
альной точкой достаточно сложно реализовать технически. В связи с этим в настоящей ра-
боте проводится анализ движения в идеальной жидкости тела, несущего две материальные
точки, которые движутся по круговым траекториям по заранее заданному закону. Такая
система достаточно просто реализуема и представляет бо´льший практический интерес.
В связи с самопродвижением в жидкости тел с неизменяемой оболочкой отметим также
работы [5, 6, 12], посвященные движению (в том числе управляемому) тел в присутствии
вихревых структур.
2. Уравнения движения и первые интегралы
2.1. Постановка задачи
Рассмотрим двумерную задачу о движении в бесконечном объеме идеальной несжи-
маемой жидкости твердого тела, несущего две материальные точки массы m, способные
двигаться по окружностям радиуса r. Центры окружностей находятся с некоторой точкой o
тела на одной прямой и отстоят от нее на расстояние R (см. рис. 1).
Пусть X, Y — оси неподвижной декартовой системы координат. Свяжем с телом по-
движную декартову систему координат oξη. Тогда положение тела определяется тремя
параметрами: углом поворота α подвижной системы координат относительно неподвиж-
ной и радиус-вектором r = (x, y) начала координат подвижной системы. Пусть (u, v) —
компоненты абсолютной скорости v точки o в подвижной системе координат oξη. Тогда
Рис. 1. Двумерное твердое тело, несущее две материальные точки массы m.
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справедливы следующие кинематические соотношения:
x˙ = u cosα− v sinα, y˙ = u sinα + v cosα, α˙ = ω, (2.1)
где ω — угловая скорость вращения тела. Положение материальных точек на окружно-
стях будем задавать углами β1, β2, отсчитываемыми от оси ξ против часовой стрелки. При
этом угловые скорости вращения точек Ωi(t) = β˙i(t) будем считать известными функциями
времени (управлениями).
Рассмотрим далее вопрос об управлении движением тела с помощью надлежащего вы-
бора зависимостей угловых скоростей вращения Ω1 и Ω2 материальных точек от времени.
2.2. Уравнения движения и первые интегралы
Уравнения движения рассматриваемой системы (тело с двумя материальными точ-
























где T — кинетическая энергия системы (тело + точки + жидкость).
Известно, что систему координат, жестко связанную с телом, можно выбрать так, что










Здесь постоянные коэффициенты a1, a2 включают в себя массу тела и присоединенные
массы тела, b — момент инерции и присоединенный момент тела. Так, если считать рас-
сматриваемое тело эллипсом с полуосями d1 и d2, то
a1 = M + πρd
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где M — масса тела, ρ — плотность жидкости. Полная энергия системы получается добав-











2 [(u + ξ˙1 − ωη1)
2 + (v + η˙1 + ωξ1)
2+
+ (u + ξ˙2 − ωη2)2 + (v + η˙2 − ωξ2)2], (2.3)
где (ξi, ηi) — координаты i-й точки (i = 1, 2) в системе координат oξη. Данные координаты
и их производные выражаются через углы βi следующим образом:
ξ1 = r cos β1 + R, ξ2 = r cos β2 −R, ηi = r sin βi,
ξ˙i = −Ωir sin βi, η˙i = Ωir cos βi.
Уравнения (2.1), (2.2) с кинетической энергией (2.3), дополненные соотношениями
β˙i = Ωi, представляют собой полную систему уравнений, описывающую движения тела
и материальных точек.
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3. Полная управляемость на нулевом уровне
первых интегралов
Рассмотрим вопрос об управляемости тела в случае, когда значения первых интегра-
лов ci равны нулю. Данное условие, в частности, выполняется, если движение начинается



















(CΦ1 + cos β1)Ω1 + (CΦ2 + cos β2)Ω2
)
,
ω = Φ1Ω1 + Φ2Ω2,
(3.2)
где
Ai = ai + 2m, S = sin β1 + sin β2, C = cos β1 + cos β2,
Φi =
−A1A2mr(r ±R cos βi) + A1m2r2C cosβi + A2m2r2S sin βi
A1A2
(
b + 2m(r2 + R2) + 2mrR(cos β1 − cosβ2)
) −A2m2r2S2 −A1m2r2C2 .
Здесь знак «+» перед R берется при i = 1 и «−» при i = 2.
Подставив (3.2) в соотношения (2.1), приведем уравнения движения на нулевом уровне





где z = (x, y, α, β1, β2) — вектор в пятимерном конфигурационном пространстве G = {z},
векторные поля Vi имеют вид




(SΦi + sin βi) cosα +
mr
A2




(SΦi + cos βi) sinα− mrA2 (CΦi + cosβi) cosα,
а в качестве управлений выступают угловые скорости Ωi.
Рассмотрим вопрос об управляемости системы (3.3). Оказывается справедлива следу-
ющая теорема.
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Теорема 1. Система (3.3) вполне управляема.
Доказательство. Следуя известному подходу [20], рассмотрим пять векторных полей
V1, V2, [V1, V2], [V1, [V1, V2]], [V2, [V1, V2]], (3.4)
где [ , ] — коммутатор векторных полей. Согласно теореме Рашевского –Чжоу [20], если
среди полей Vi и полей, составленных из них последовательным применением операции
коммутирования, можно указать (в нашем случае) пять векторных полей, независимых
в некоторой области G, то из любой точки этой области можно прийти в любую другую,
смещаясь конечное число раз по траекториям полей V1, V2.
Условие линейной независимости векторов (3.4) состоит в том, что определитель мат-
рицы 5 × 5, составленной из их компонент, отличен от нуля. Значение этого определителя
с точностью до умножения на положительно определенную функцию равно
(a1 − a2)Q (β1, β2, m, r, R, b, a1, a2), (3.5)
где Q — функция достаточно сложного вида. Поскольку мы рассматриваем тело эллипти-
ческой формы, то a1−a2 = 0. Таким образом, при заданных параметрах системы уравнение
Q(β1, β2, m, r, R, b, a1, a2) = 0 (3.6)
задает в конфигурационном пространстве G границу, разделяющую области управляемого
по Рашевскому –Чжоу движения, в которых Q > 0 или Q < 0.
Для доказательства управляемости системы (3.3) во всех точках конфигурационного
пространства G покажем, что существуют управления, позволяющие перевести систему
из области Q > 0 в область Q < 0, а также из этих областей на их границу Q = 0.
Выберем в качестве начальных условий уравнения (3.3) произвольную точку z0, ле-
жащую на поверхности (3.6). Из последних двух уравнений (3.3) следует, что с помощью
управлений Ω = (Ω1, Ω2) можно реализовать движение по траектории с любой наперед за-
данной зависимостью βi(t). Так как функция Q зависит только от β1 и β2, для любой точки
границы z0 существуют постоянные управления Ω+ и Ω−, с помощью которых систему
за заданное время можно перевести в области Q > 0 и Q < 0 соответственно. Очевид-
но, данные управления, взятые с обратным знаком, переводят систему из областей Q > 0
и Q < 0 в произвольную точку на границе (3.6). Кроме того, комбинация данных управ-
лений, взятых с нужными знаками, переводит систему из области Q > 0 в область Q < 0
(или наоборот). Таким образом, рассматриваемая система вполне управляема.
Замечание 1. Управляемость системы (3.3) во всем конфигурационном пространстве G мож-
но показать, построив с помощью операций коммутирования другой (отличающийся от (3.4)) набор
векторных полей, который не будет вырождаться в точках поверхности (3.6). Однако для этого необ-
ходимо вычислить последовательные коммутаторы бо´льшего числа векторых полей. Это приводит
к чрезвычайно громоздким выражениям, аналитический анализ которых практически невозможен.
Замечание 2. Условие a1 = a2 является существенным. Действительно, если a1 = a2 = a, то
из первых двух равенств (3.1) и соотношений (2.1) следует существование двух первых интегралов
ax + m[(x + ξ1 cosα− η1 sinα) + (x + ξ2 cosα− η2 sinα)] = k1,
ay + m[(y + ξ1 sinα− η1 cosα) + (y + ξ2 sinα + η2 cosα)] = k2,
k1, k2 = const.
(3.7)
Выражения в квадратных скобках — это координаты подвижных материальных точек в неподвиж-
ных осях. Из соотношений (3.7) следует, что x, y — ограниченные функции времени, то есть тело
не может уйти сколь угодно далеко от своего первоначального положения.
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Из доказанной теоремы следует, что справедливо следующее утверждение:
гидродинамически несимметричное твердое тело, движущееся в идеальной несжи-
маемой жидкости, можно перевести из любого начального в любое конечное положе-
ние с помощью движения двух внутренних материальных точек по окружностям
одинакового радиуса. При этом начальное и конечное положения этих материальных
точек на окружностях могут быть произвольными.
4. Явное управление
4.1. Управление при помощи гейтов
Будем предполагать, что углы βi(t), определяющие положение подвижных материаль-
ных точек, — периодические функции времени с одним и тем же периодом T = 2π/ω.
Иными словами, мы рассматриваем замкнутые кривые в плоскости управляемых парамет-
ров (β1, β2).
Замечание 3. Отметим, что в задачах подобного типа рассматривать именно замкнутые кри-
вые в пространстве управляемых параметров β вполне естественно, поскольку самопродвижение
как живых организмов, так и различных технических устройств обычно сопровождается периоди-
ческим изменением их формы или (и) циклическим перераспределением внутренних масс.
Каждой такой кривой соответствует (не обязательно замкнутая!) траектория в пространстве
позиционных переменных g (в нашем случае в E(2)). В теории управления замкнутые кривые
в пространстве β, которые обеспечивают наиболее «удачные» элементарные движения (например,
разворот на месте или почти поступательное движение в каком-то направлении) в пространстве g,
принято называть гейтами (см., например, [8, 10, 11, 16]). Найдя для конкретной задачи ряд удач-
ных гейтов, можно из них конструировать более сложные движения, решая тем самым те или иные
задачи управления и оптимизации [8].
Для каждой кривой на плоскости (β1, β2) с помощью уравнений (3.3) найдем траек-
торию перемещения тела x(t), y(t) и угол поворота α(t). При этом скорость прохожде-
ния кривой в плоскости (β1, β2) влияет лишь на скорость прохождения телом траектории,
но не на ее форму. Из (3.3) следует, что α˙ — периодическая функция с периодом T и, сле-
довательно,
α(t) = Ωt + Φ(t), (4.1)
где Ω — среднее значение функции α˙(t) за период, а Φ(t) — T -периодическая функция.
Обозначив z = x + iy, первые два уравнения (3.3) запишем в виде
z˙ = ξeiα,
где ξ(t) — периодическая функция с периодом T . С учетом (4.1) получаем
z˙ = Z(t) exp(iΩt),
где Z — T -периодическая функция. Разлагая ее в ряд Фурье и интегрируя последнее ра-






ei(nω+Ω)t + const, (4.2)
где zn — коэффициенты Фурье функции Z(t). Если Ω = nω, то ряд (4.2) сходится и пред-
ставляет собой ограниченную функцию времени.
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Равенство Ω = 0 — простейшее резонансное соотношение между частотами Ω и ω, при
котором может быть создана тяговая сила: если z0 = 0 (типичная ситуация), то среднее
значение z˙ отлично от нуля.
Пусть γ — замкнутый контур на плоскости (β1, β2). Из третьего уравнения (3.3) сле-
дует, что при однократном прохождении этого контура приращение угла α составляет










где S — область, ограниченная контуром γ. Типичные линии уровня подынтегральной
функции изображены на рисунке 2. Для обеспечения эффективного продвижения точки O
тела (то есть ненулевых средних скоростей x˙, y˙) контур γ целесообразно выбирать так,
чтобы приращение Δα обращалось в нуль, следовательно, область S должна быть в неко-
тором смысле «симметрична» относительно нулевого уровня подынтегральной функции
(на рисунке 2 он выделен жирной линией). Таким свойством обладает контур β1 = +πt,
β2 = −πt (точки −π и π отождествлены): грузики, выставленные в начальный момент вре-
мени в крайнее правое положение, начинают вращаться в противоположные стороны с оди-
наковыми по модулю угловыми скоростями.





. Нулевой уровень выделен жирной линией.
Центр тела при этом (рис. 3) движется «почти» прямолинейно. Отметим, что направ-
ление, в котором центр тела смещается «в среднем», существенно зависит от начального
расположения грузиков.
Еще один гейт можно получить, если грузики вращать по закону β1 = ωt, β2 = ωt+ π.
При этом, очевидно, тело будет вращаться с угловой скоростью
α˙ =
− 2ωmr(r + R cosωt)
b + 2mr2 + 2mR2 + 4mrR cosωt
, (4.3)
а его центр будет оставаться на месте.
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Рис. 3. Траектория центра тела для β1 = −β2 = πt.
Имея в своем распоряжении два гейта, обеспечивающих прямолинейное движение и раз-
ворот, мы можем с нужной точностью перевести тело из любой точки в наперед заданную.
4.2. Управление движением вдоль произвольной траектории





при произвольном вращении тела α(t). Для простоты далее будем считать,
что заданная траектория не содержит точек возврата и остановок, то есть x˙(t) и y˙(t) не об-
ращаются в нуль одновременно на рассматриваемом промежутке времени (возможно, за ис-
ключением начальной и конечной точек). Для исследования управляемости мы будем при-
менять методы, развиваемые в [2–4], где указаны явные алгоритмы для движения системы
вдоль произвольной траектории. Однако, как будет показано ниже, ввиду нелинейной за-
висимости скоростей от управляющих воздействий (так как x˙ и y˙ зависят и от βi, и от β˙i)
управляемое движения возможно не по всем траекториям.
Введем естественную параметризацию рассматриваемой траектории, тогда скорость
тела может быть представлена в виде
r˙(t) = ξ(s) · τ (s), (4.4)
где s — длина пройденной за время t траектории, а ξ(s) и τ (s) =
(
cos γ(s), sin γ(s)
)
— аб-
солютная величина скорости и единичный вектор, задающий ее направление (касательный
к траектории) в точке s (см. рис. 1).
Из условия отсутствия точек возврата следует, что ξ(s) не обращается в нуль на рас-
сматриваемой траектории. Подставив (4.4) в первые три уравнения системы (3.3) и сделав
замену переменных и времени
θ1 =
β1 + β2
2 , θ2 =
β2 − β1
2 , δ = γ − α, ξ(t) dt = ds, (4.5)
получим систему дифференциальных уравнений
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где
A11 = a2 sin θ1 cos θ2K, A21 = −a1 cos θ1 cos θ2K,
A12 = a2 cos θ1
(
sin θ2K + 4m
2r2(r sin θ2 + R sin θ1)
)− 8m3r3 cos θ1 sin θ2 cos θ22,
A22 = a1 sin θ1
(
sin θ2K + 4m
2r2(r sin θ2 + R sin θ1)
)− 4m2r2(2mr sin θ1 sin θ2 + a1R) cos θ22,
b1 =
a1a2K
2mr −D, b2 = −2mr cos θ1 cos θ2
(
Ra1a2 − 2mr sin θ1 sin θ2(a1 − a2)
)
,
K = 2mr(b + 2mR2 + 2mRr sin θ1 sin θ2),
D = a1a2(b + 2mR
2 + 2mr2 + 4mRr sin θ1 sin θ2)− 4m2r2 cos2 θ2(a1 cos θ21 + a2 sin θ21),
штрих обозначает дифференцирование по переменной s, τ rel = (cos δ, sin δ) — единичный
касательный к траектории вектор, записанный в проекциях на оси, связанные с телом, а γ′
имеет смысл кривизны траектории.
Система (4.6) с учетом (4.5) описывает эволюцию управлений βi и ориентации тела α,
при которых реализуется движение вдоль заданной траектории. Таким образом, вопрос
о возможности движения вдоль заданной траектории сводится к поиску (или доказа-
тельству существования) начальных условий системы (4.6), для которых существует
непрерывное решение на всем промежутке времени (с учетом замены времени (4.5)). Пре-
пятствием для осуществления движения тела вдоль заданной траектории может являться
существование особенностей потока, в частности, «предельных» множеств в системе (4.6).
Проанализируем особенности системы (4.6). Нетрудно показать, что detA∼ sin θ2. Сле-
довательно, плоскость θ2 = 0 является особой для рассматриваемой системы. Действитель-













где f1 и f2 — функции, не имеющие особенностей, явный вид которых можно получить,
обратив матрицу A.
Из (4.7) видно, что при приближении к плоскости θ2 = 0 скорости θ′i стремятся к беско-
нечности. Исключение составляют две кривые на этой плоскости, задаваемые соотношением
a1 cos θ1 cos δ + a2 sin θ1 sin δ = 0, (4.8)
на которых производные θ′i могут быть конечными. Кривые (4.8) делят плоскость θ2 = 0
на две области. К первой области траектории системы притягиваются (θ′2θ2 < 0), а от вто-
рой — отталкиваются (θ′2θ2 > 0), или, что то же самое, притягиваются в обратном времени.
Пример таких кривых и соответствующие области на плоскости θ2 = 0 приведены на ри-
сунке 4. C помощью разложения (4.7) в ряд вблизи плоскости θ2 = 0 можно показать,
что данное притяжение (отталкивание) к плоскости происходит за конечное время (то есть







но показать, что траектории «втыкаются» в плоскость θ2 = 0 под конечным углом. Таким
образом, возможны два варианта поведения фазовых траекторий вблизи плоскости θ2 = 0:
траектории системы (4.6) либо притягиваются плоскостью θ2 = 0 за конечное вре-
мя, либо трансверсально пересекают ее по кривым (4.8).
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Рис. 4. Особая плоскость θ2 = 0 системы (4.6). Серым цветом обозначены области притяжения
траекторий, белым — области отталкивания.
Теперь можно сформулировать следующее
Утверждение 1. Движение вдоль заданной траектории возможно, если существу-
ют начальные условия системы (4.6), при которых за заданное время движения траек-
тория системы (4.6) не притягивается к плоскости θ2 = 0.
Для строгого доказательства данного утверждения необходимо показать, что других
притягивающих за конечное время множеств в системе (4.6) нет.
В качестве примера рассмотрим прямолинейное движение тела. В этом случае кривиз-
на траектории равна нулю, следовательно, система (4.6) становится автономной системой
трех дифференциальных уравнений. Типичный фазовый портрет данной системы приведен
на рисунке 5. Как показывают численные эксперименты, все траектории данной системы
притягиваются к плоскости θ2 = 0. Кроме того, система (4.6) в случае прямой, по-видимому,
обладает первым интегралом движения. Таким образом, можно высказать следующую ги-
потезу.
Движение тела вдоль прямой с помощью управления эксцентриками возможно толь-
ко на ограниченном отрезке.
Для строгого доказательства данной гипотезы необходимо показать, что в рассматри-
ваемом случае отсутствуют траектории, не притягивающиеся плоскостью θ2 = 0.
В качестве еще одного примера может быть рассмотрено движение по периодической
траектории, то есть случай, когда кривизна γ′(s) является периодической функцией. В этом
случае система (4.6) является системой трех дифференциальных уравнений с периодиче-
ским возмущением. Системы такого типа можно исследовать, например, с помощью по-
строения трехмерного отображения через период и исследования его методами, развивае-
мыми в [1, 9, 14, 15].
В заключение данного раздела проиллюстрируем прохождение фазовой траекторией
плоскости θ2 = 0 на примере гейта, рассмотренного в разделе 4.1 Для этого построим гра-
фики функций sin θ2 и a1 cos θ1cosδ + a2 sin θ1 sin δ в зависимости от времени (см. рис. 6).
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Рис. 5. Фазовые траектории системы (4.6) в случае движения по прямой при δ(0) = π.
Рис. 6. Зависимости sin θ2 и a1 cos θ1 cos δ − a2 sin θ1 sin δ от времени при управлении β1 = −β2 = πt.
Как видно из графиков, обе функции обращаются в нуль одновременно, то есть происхо-
дит трансверсальное пересечение плоскости θ2 = 0 в точках, удовлетворяющих соотноше-
нию (4.8).
Заключение
В заключение приведем ряд нерешенных проблем в рассматриваемой задаче, решения
которых интересны как с теоретической, так и с практической точек зрения.
1. Исследование управляемости движения в идеальной жидкости при наличии циркуля-
ции поля скорости жидкости вокруг тела.
2. Поиск более экономичных и эффективных гейтов.
3. Проведение численного моделирования данной задачи, в том числе с учетом вязкости.
4. Создание экспериментальной модели и проведение натурных экспериментов по управ-
лению ее движением.
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The contol of the motion through an ideal ﬂuid of a rigid body by means
of two moving masses
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In this paper we consider the problem of motion of a rigid body in an ideal ﬂuid with two material
points moving along circular trajectories. The controllability of this system on the zero level set
of ﬁrst integrals is shown. Elementary “gaits” are presented which allow the realization of the
body’s motion from one point to another. The existence of obstacles to a controlled motion of
the body along an arbitrary trajectory is pointed out.
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